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Teil 1
Wahrscheinlichkeitstheorie

1 Grundlagen
1.1 Axiome von Kolmogorow
1. P(A) > 0: Wahrscheinlichkeiten sind stets nicht-negativ.
2. P(Q) = 1: Das sichere Ereignis © hat Wahrscheinlichkeit 1.
3. P(AUB) = P(A) + P(B) fiir alle sich gegenseitig ausschliessenden Ereignisse A und B (d.h. AN B = 0).

1.1.1 Implikationen aus den Axiomen von Kolmogorow
1. P(0)=0
2. P(A°)=1-P(A)

4

!

. P
3. P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
. (U?:l Az) = Z?:l P(Al> falls Az n A]‘ = (Z) Vl,]

1.2 Grundbegriffe

Zufallsvariable X : X : Q — R mit Ereignisraum
Verteilungsfunktion von X : Fx :R —[0,1], t+— Fx(t):=P(X <t)=P({w € QX (w) <t})

2 Diskrete Zuvallsvariablen

Diskrete Zufallsvariable:

Wertebereich W(X) ist abzéhlbar

Gewichtsfunktion: px(xy) 1= P[X = 2] = P{w € Q| X (w) =z} fir k=1,2,...
Verteilungsfunktion (Treppenfunktion): Fx(t) = P[X <t] = Z px(xr)
k mit x, <t
2.1 Kennzahlen
Erwartungswert: pu=E(X) = Z x; - P(X =a;) = Z x; - p(x;)
z, €W(X) z, €W(X)
E@(X)= > gl@) P(X =)
z; EW(X)
E(aX +b) = aB(X) +b
Varianz: Var(X) = Z (z; — p)* - P(X = x;)
z, EW(X)
Var(X) = B(X — %) = B(X?) — E(X)?
Var(aX + b) = a* - Var(X)
Standardabweichung: o = 4/ Var(X)

Tax+b = |al-ox



2.2 Diskrete uniforme Verteilung (Laplace-Modell)

n gleich wahrscheinliche Ereignisse, wie z.B. Wurf einer Zahl auf einem Wiirfel.

atb
o ‘ . L fira<az<b Erwartungswert 43
Wahrscheinlichkeitsfunktion " . n2—1
0 sonst Varianz 55—

Median “7“’

Kumulative Funktion w fira<z<b
Modus jeder Wert in {a,a +1,...,b—1,b}

Parameter a,beZ,n=>b—-a+1
Support € {a,a+1,...,b—1,b}

2.3 Bernoulli-Verteilung

Ein einzelnes Ereignis tritt ein, oder nicht, mit fester Wahrscheinlichkeit p.

— b = E t t
Wahrscheinlichkeitsfunktion L=p firz=0 e ungS\.iver P
P firx =1 Varianz p- (1 — p)
Kumulative Funktion 1—p fir0<z <1 Median N/A
Parameter p € [0,1] Modus 0 (p <0.5),1(p > 0.5)

Support « € {0,1}

2.4 Binomial-Verteilung

Anzahl “Erfolge” bei n unabhéngigen Experimenten mit zwei Ausgéngen und festem Erfolgsparameter p.

Wahrscheinlichkeitsfunktion <n> pt(l—p)"" Erwartungswert np
z Varianz np(1 — p)
[z] .
n , - Median |np]
Kumulative Funktion ) ept-(1—p)t Tt
iz::() (l) p-(1-p) Modus |(n+ 1)p] oder [(n+1)p] —1
Parameter n € Ng,p € [0,1]
Support x € {0,...,n}

2.5 Poisson-Verteilung

Verteilungsmodell fiir (diskrete) Z&hldaten (nicht nach oben beschrénkt). Damit kénnen zum Beispiel die Anzahl der Ausfille
einer Komponente in einem Interval ¢ modelliert werden.

Wahrscheinlichkeitsfunktion e~ - /\—| Erwartungswert A
xx. ) Varianz A
A’L
Kumulative Funktion e~ Z = Median =~ |A+ % - %j
i)
=0 Modus [A] oder A — 1 wenn A € Z
Parameter \ € [0, 00)
Support x € Ny

2.5.1 Poissonapproximation einer Binomialverteilung

Sei X ~ Poisson(\) und Y ~ Binom(n, p). Fiir n — co und p — 0 so dass n-p = \ gilt
PY=k)—>PX=k) (n—>o0) k=12,...

Eine Faustregel besagt, dass diese Ndherung brauchbar ist, wenn n > 50 und p < 0.05.



2.6 Geometrische Verteilung

Diskrete Wartezeiten (nicht nach oben beschrinkt), Anzahl Wiederholungen bis ein Ereignis eintrifft.

Wahrscheinlichkeitsfunktion p- (1 — p)*~* Varianz 11)_217
Kumulative Funktion 1 — (1 — p)® Median [ (hfgi i)
Parameter p € [0, 1] Modus 1
Support xe€N={1,2,...}
Erwartungswert %

2.7 Unabhéangigkeit von Ereignissen

Zwei Ereignisse heissen stochastisch unabhéngig, wenn P(A N B) = P(A) - P(B) gilt. Zwischen solchen Ereignissen besteht
kein kausaler Zusammenhang.

3 Stetige Zuvallsvariablen

Eine Zufallsvariable X mit Verteilungsfunktion Fx (t) = P(X < t) heisst stetig mit Dichtefunktion fx : R — [0, 00) falls gilt

t
Fx(t) = / fx(s)ds fiir allet € R

Anschaulicher 14sst sich die Dichtefunktion beschreiben durch folgenden Grenzwert, wonach fx (t) = Fi () gilt.

Fx(t) = lim Pit<X<t+e)

e—0 IS

o0
Sie erfiillt die Eigenschaft [ fx(t)dt = 1.

3.1 Kennzahlen

Erwartungswert: pu=E(X) = / x- fx(x) de

Varianz: Var(X) = E(X?) - E(X)* = /OO (x —B(X))? fx(z) dz

Var(aX + b) = a® Var(X)
Standardabweichung: ¢ = /Var(X)

Oax+b = la] - ox

a-Quantile: Sei 0<a<1
P(X < q(a)) =« = Fx(q(a)) = o

Median: %—Quantil

Lineare Transformation: Y =aX+b = fy(z)= ﬁfx (“—_b)



3.2 Stetige uniforme Verteilung U(a, b)

Rundungsfehler, Simulation (Zufallsvariablen), Formalisierung der volligen Ignoranz (alle Ereignisse sind gleich wahrschein-
lich).

= f b Erwartungswert s(a+0b
Dichtefunktion { -4 10t ¢ € [@.0) wartungswert - 3(a +b) 2
0 sonst Varianz (b — a)
Verteilungsfunktion $=2 fiir € [a, b] Median % (a +b)

Parameter — oo <a <b < 0o Modus jeder Wert in [a, b]

Support x € [a, b]

3.3 Exponentialverteilung Exp(\)

Stetige Wartezeiten. Stetige Version der geometrische Verteilung.

A-e M fiir x>0 Erwartungswert +
Dichtefunktion c = 8 A
0 sonst Varianz 5z
Verteilungsfunktion 1 —e ™ fiir z > 0 Median h’TQ
Parameter A >0 Modus 0
Support x € [0, 0)
Die Exponentialverteilung ist ”gedéchnislos“, im Sinne von P(T >t + s |T >t) = P(T > s). Beweis:
PT>t+sX>t) P(T>t+s) e Nt
P(T>t+s|T>t) = _ _ _ oM — p((X
(T>t+s|T>1) PX > 1) P(X > 1) e © (x> )
3.4 Normalverteilung N (1, 0?)
Streuung von Messwerten um ihren Mittelwert.
1 —u)? ‘
Dichtefunktion = exp (_(mQ 5) ) Erwartungswert
2mo g Varianz o
Verteilungsfunktion & (%) Median g
Parameter p € R, a2 >0 Modus
Support z € R (0?2 > 0),z = pu (02 = 0)

Spezialfall Standardnormalverteilung, mit u = 0,02 = 1. Dichtefunktion: ¢(x). Kumulative Verteilungsfunktion ®(x) mit
O(—2)=1—®(x) und &~ (z) = —¢71(1 — 2).

3.5 Poissonprozess

Der Poisson-Prozess ist ein Erneuerungsprozess, dessen Zuwéchse unabhéingig und poissonverteilt mit Parameter A sind. A
wird auch Intensitit oder Rate genannt, da pro Zeiteinheit genau A Spriinge erwartet werden. Die Hohe jedes Sprunges ist
eins, die Zeiten zwischen den Spriingen sind exponentialverteilt mit Parameter A. Der Poissonprozess ist also ein diskreter

Prozess in stetiger Zeit.
Die Anzahl Ereignisse auf dem Intervall (s, s + t] ist Poisson-verteilt mit Parameter A - t.

3.6 Simulation von Zufallsvariablen

Sei U ~ Uniform([0,1]) und F : R — [0,1] bijektiv. Dann hat die Zufallsvariable X = F~(U) die kumulative Verteilungs-

funktion F'. Beweis:
Fx(z)=P(X <z)= P(F_I(U) <z)=P{U < F(x)) = F(x)

3.7 Unabhingigkeit von Zufallsvariablen
Zwei Zufallsvariablen X7 und Xs heissen unabhéngig, falls fiir alle A;, Ay C R gilt

P(X1 €A, X5 € Ag) ZP(Xl S A]_)'P(XQ S Ag)



4 Mehrere Zufallsvariablen

Fiir beliebige Zufallsvariablen gilt
E(X;)

I
M:

“[5)

Il
_

2

Var(X) = E(X?) — E(X)?
Var(X) = B((X - n)?)
Var(aX + bY + ¢) = a® Var(X) + b* Var(Y) + 2ab Cov(X,Y)

Fiir unkorrelierte Zufallsvariablen X; gilt
r <Z X 1) Z Var(X
i=1

Var(X,,) =

:\Q i

Sind X;, X und Y unabhingig, so gilt
E(XY)=E(X)E(Y)

E (H XZ-) =[] Ecx))

4.1 Die iid Annahme
X, sind #d (unabhingig und gleichverteilt) falls

Zufallsvariablen X1, Xo, ...,
e X1, X5, ..., X, sind unabhéngig

e X;~F Vi=1,....n

Funktionen von Zufallsvariablen
, Xpn) mit g : R” — R eine neue Zufallsvariable. Wichtige Vertreter sind die

4.2
Seien X1,..., X, P Dannist Y = g(X1,...
Summe von Zufallbvarlablen und die relative Haufigkeit
— 1
+ X, X, =-=95,
n

Sp=X1+...
Die Verteilungen von S,, und X,, sind im allgemeinen aber schwierig zu bestimmen
4.2.1 Bekannte Verteilungen
x, Poisson(A;) = S, ~ Poisson(> \;)

x; Bernoulli(p) = S, ~ Binomial(n, p)
i%lN(u,JQ) =Sy ~N(n-p,n-o?)

4.2.2 Erwartungswerte und Varianzen
E(S,) =n-E(Xy) E(X,) = E(X))
Var(S,,) =n - Var(X;) Var(X,) = 1 Var(X;)
os, =\/n-ox, ox, = ﬁ S0Xx,
4.2.3 Minimum mehrerer Zufallsvariablen
Seien X7, ..., X, unabhingig verteilt mit Verteilungsfunktion Fl,, so gilt fiir das Minimum Y = min{X;,..., X, }
Fyt)=PY <t)=1—-P(Y >t)=1— P(min{Xy,..., X} > )
=1-P(X;>t,.. Xy >t)=1-[[P(Xi>t)=1-[](1 - Fx, (1))
i=1 i=1

Gilt weiter Fy, =1 — e so folgt Fy(t) =1 —e ™



4.3 Das Gesetz der grossen Zahlen (GGZ)
Seien X7, ..., X, iid mit Erwartungswert p = E(X;). Dann gilt: X, = p (n— o)

4.3.1 Monte-Carlo-Integration

Seien 1, ...,2, (simulierte) Realisierungen von X1, ..., X, ~ [ f(z)dz fiir eine Dichtefunktion f. Dann gilt
o0 1 n
1= [ g@)f(e) dz = B(g(0) % > g(a)
e i=1

4.4 Der zentrale Grenzwertsatz

Seien X7, ..., X, iid mit Erwartungswert u = E(X;) und Varianz Var(X;) = 2. Dann gilt fiir n — oo
X, ~N(p,20?) und S, ~N(np,no?)

bzw.

B Sp—np _x—np\ T — N
P(S"Sm)_P( oV = v ) N@( oV )
4.5 Chebyshev Ungleichung

Die Chebyshev-Ungleichung liefert eine Abschétzung von Wahrscheinlichkeiten, auch wenn die genaue Verteilungsfunktion
nicht bekannt ist.
Seien Xi,..., X, iid mit Erwartungswert u = E(X;) und Varianz Var(X;) = o2. Dann gilt

P(|X, —pul > < =
(Xn—pl>0) < -

5 Gemeinsame und bedingte Wahrscheinlichkeiten

Hier werden zweistufige Zufallsexperimente betrachtet. Die erste Stufe ist das Eintreten bzw. nicht Eintreten eines Ereignis
B und die zweite Stufe das Eintreten bzw. nicht Eintreten eines Ereignis A.

5.1 Bedingte Wahrscheinlichkeit
Die bedingte Wahrscheinlichkeit von Ereignis A gegeben B ist

P(ANB)

P(A|B) = =55

falls P(B) # 0 P(ANB)=P(A|B)-P(B)

5.1.1 Satz der totalen Wahrscheinlichkeit und Satz von Bayes

Seien By, ..., By die Ereignisse der 1. Stufe mit
BiU...UB,=Q B,NB; =0 (i#})

dann gilt fiir beliebige Ereignisse A der 2. Stufe

k
P(A)=) P(A] Bj)- P(B))

Jj=1

It

P(A) = P(A| B)- P(B)+ P(A| B%) . P(B%)

und
P(Bi ‘ A) _ kP(A | Bi) ’ P(Bi) _ P(A |§84)P(BZ)
P(A| B;) - P(B;)

J



5.1.2 Rechenregeln

Komplement P(A%) =1 — P(A) Multiplikation P(ANB)= P(A|B)-P(B)
P(AC |S)=1—P(A]|S) A, B unabhéngig P(AQB)ZP(A)-P(B)
Addition P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B) P(ANB|S)=P(A[S) - P(B|S)

5.2 Gemeinsame und bedingte diskrete Verteilungen

Die Gemeinsame Verteilung von X und Y ist vollstéindig beschrieben durch P(X = z,Y = y) fur alle (x,y).

Randverteilung von X: P(X =z) = Z P(X =2Y=y)
alle y
P(X=zY=y)

Bedingte Wahrscheinlichkeit: P(X =z |Y =y) = Y )
=Y

falls P(Y = y) #0

5.3 Gemeinsame und bedingte stetige Verteilungen

Gemeinsame stetige Verteilungen konnen wie im diskreten Fall durch die kumulative Verteilungsfunktion beschrieben werden:
Fxy(z,y) = P(X <z,Y <y).

82
Gemeinsame Dichte: fxy(z,y) = ——Fxv(z,9)

dxdy
Randdichte von X: fx(z) = / fxy(z,y) dy

Bedingte Dichte: fy|x(y | X =) = fxv(@y)

fx(x)
P(YEA|X=x)=Afy|x(y|X=$)dy

5.3.1 Unabhéingige Zufallsvariablen
Die Zufallsvariablen X und Y heissen unabhingig, falls fiir alle z,y gilt:  fxy(z,y) = fx(z) - fy (y)

5.3.2 Erwartungswert bei mehreren Zufallsvariablen

Seien X und Y zwei stetige Zufallsvariablen und g(x,%) : R? — R eine Funktion. Dann
Blo(X.Y)) = [ [ glavy) fxv(o.p) do dy
5.4 Kovarianz und Korrelation

Kovarianz: Cov(X,Y)=E((X —E(X)) (Y — E(Y)))
Cov(X,X) = Var(X)
B Cov(X,Y) _ Cov(X,Y)
- WVar(X) - /Var(Y)  ox-oy
pxy € [—1,1] als dimensionsloses Mass des linearen Zusammenhanges

pxy =21 <= Y =a+bX mitb>0,aeR

Korrelation: Corr(X,Y) = pxy

Rechenregeln: Cov(X,Y)=E(X -Y)—-E(X) -E(®Y)
Cov(:,-) ist bilinear: Cov(a +bX,c+dY)=0b-d-Cov(X,Y)
Cov(X 4+Y,Z)=Cov(X,Z)+ Cov(Y, Z)
Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 - Cov(X,Y)

Cov ist symmetrisch

Sind die Zufallsvariablen X und Y unabhiingig, so gilt Cov(X,Y) = Corr(X,Y) = 0. Die Umkehrung gilt jedoch im
Allgemeinen nicht.



5.4.1 Lineare Prognose

Die beste lineare Prognose ¥ von Y durch X im Sinn der Minimierung des Progonosefehlers E(Y — }?)2) ist gegeben als

Cov(X,Y)
Var(X)

~ Cov(X,Y)?

(X = pix) BUY = 7)%) = (1= pey) - Var(Y) = Var(¥) =~ o

Y =py +

5.5 Zweidimensionale Normalverteilung

H1

Die wichtigste zweidimensionale Verteilung ist die Normalverteilung mit Erwartungswert pu = <M
2

) und Kovarianzmatrix

¥ € R??2 mit Y11 = Var(X), Yoo = Var(Y) und Xq9 = Yo = COV()(7 Y) Sie hat die Dichte

1 1 x—ux>)
r,y) = ———=-exp|—5 (v — - -3
Ixy(z,y) /Aot 5 p( 2( bx Y HY) (y Ly

Fir X = <§1) ~ No(p, ) gilt: X1, X9 unabhéngig <= px,x, =0
2



Teil 11
Statistik

6 Deskriptive Statistik

6.1 Kennzahlen

n bezeichnet die Stichprobengrosse, und x1, za, . ..z, sind die gemessenen Werte. Sind diese aufsteigend sortiert, so werden

sie folgendermassen bezeichnet:

T STR) STE) S-S T

1 n
Arithmetisches Mittel 7T = — Z T;
n

empirische Varianz

empirische Standardabweichung

empirisches a-Quantil

unteres Quartil
empirischer Median
oberes Quartil
Quartilsdifferenz

Rechtsschiefe (positive Schiefe)

Linksschiefe (negative Schiefe)

6.2 Graphische Darstellung
6.2.1 Histogramm

i=1

1 n
2 _ 2
87 =—— ;:1(1‘1 T)
s=Vs?

T(py mit minimalem k € N, sodass k> a-n

ist « - n eine Ganzzahl, so nimmt man %(x(om) + Z(an+1))
a-100% sind approximativ < dem a-Quantil

(1 —a)-100% sind approximativ > dem a-Quantil
0.25-Quantil

0.5-Quantil

0.75-Quantil

oberes Quartil — unteres Quartil

Werte, die kleiner sind als der Mittelwert, sind hdufiger zu beobachten,
so dass sich der Gipfel links vom Mittelwert befindet.
Der rechte Teil des Graphs ist somit flacher als der linke.

Definition symmetrisch.

Fiir das Histogramm werden Klassen (cx_1,cg] gebildet und berechnet die absoluten Haufigkeiten hj in diesem Intervall.
Nun werden Balken mit einer Hohe proportional zu hy/(cx — cx—1) gezeichnet.

6.2.2 Boxplot

Beim Boxplot gibt es eine Rechteck, welches die mittleren 50% der Daten enthélt. Zusétzlich wird mit einer Trennlinie der
Median eingezeichnet. Nach oben und unten gibt es zusétzlich Linien bis zum kleinsten bzw. grossten ”normalen“ Wert. Dazu
definiert man willkiirlich, dass ein Wert normal ist, falls er héchstens 1.5 mal die Quartilsdifferenz von einem der Quartile
entfernt ist. Zuletzt werden Ausreisser noch durch Sterne markiert.

unteres Quartil oberes Quartil

xx — x

Median

Im Boxplot erkennt man viel besser die Lage und Streuung der Daten, nicht aber die "Form* der Verteilung. Ausserdem
lassen sich sehr gut mehrere Datensétze vergleichen.

6.2.3 Empirische, kumulative Verteilungsfunktion

Die empirische Verteilungsfuktion ist eine Treppenfunktion, die an der Stelle 2(;) von (i — 1)/n nach i/n springt.

Fx)= 5 |{i|z <z}



6.2.4 QQ-Plot

QQ-Plots (”Quantil-Quantil-Plot“) dienen dazu die Abweichung der Daten von einer gewéhlten Modell-Verteilung F' grafisch
zu iiberpriifen. Dazu betrachtet man die theoretischen und empirischen ag-Quantile mit ay, = (k — 0.5) /n.

Die empirischen ax-Quantile entsprechen Dabei gerade den geordneten Daten x (). Man triigt also die Punkte F~Y(ay) (die
theoretischen Quantile der kumulativen Verteilungsfunktion F') gegen x(j) (die empirischen Quantile) ab. Falls nun die wahre

Verteilung F mit der gewdhlten Verteilung F' iibereinstimmt, so liefert der QQ-Plot approximativ eine Gerade durch den
Nullpunkt mit Steigung 1.

x-Achse: theoretische Quantile von F, also F~'(ay)

y-Achse: empirische Quantile, also z )

6.2.5 Normal-Plot

Normal-Plots sind ein Spezialfall des QQ-Plots, wobei als Modell-Verteilungsfunktion eine Standardnormalverteilung ver-
wendet wird, also F' ~ N (0, 1). Zusétzlich zu den normalen Eigenschaften eines QQ-Plots gilt hier weiter folgende niitzliche
Eigenschaft: Sind die Daten Normalverteilt (nicht unbedingt standardnormal), so zeigt der Normal-Plot stets eine Gerade.
Diese hat jedoch im Allgemeinen Steigung o und den y-Achsenabschnitt p.

7 Statistischer Test

7.1 Allgemeines Vorgehen
Beobachtet wird X = x, Modell: X ~ Fy mit unbekanntem Parameter 6.

1. Modell: statistisches Modell fiir die Daten (Verteilung)
2. Nullhypothese: Hy: 6 = 0,

3. Alternativhypothese:
0 # 0y 2-seitig
Hy:=¢0>0y 1-seitig von oben

0 < 0y 1-seitig von unten

4. Bestimme die Teststatistik 7' (z.B. T'= S,, oder so, dass T eine normierte Variante von X darstellt)
5. Verteilung der Teststatistik unter der Nullhypothese

6. Wahl des Signifikanzniveaus o

7. Konstruiere Verwerfungsbereich K so, dass Py, (X € K) < «
8. beobachteter Wert beziiglich der Teststatistik

9. Entscheidung: verwerfe Hy falls x € K, sonst belasse Hy

7.

Berechne den P-Wert. Der P-Wert ist die Wahrscheinlichkeit, dass unter der Nullhypothese Hy ein zufilliger
Versuch mindestens so ”extrem“ ausfillt, wie der beobachtete Wert ¢:

Plinks = PHO (T < t) Prechts = PHO (T > t) Pbeidseitig = 2- min{plinksaprechts}

Anders ausgedriickt ist der P-Wert das kleinste Signifikanzniveau, bei dem bei gegebener Beobachtung ¢ Hy gerade
noch verworfen werden kann.

8. Entscheidung: verwerfe Hy falls P-Wert < «, sonst belasse Hy

7.1.1 Fehler 1. Art
Wahrscheinlichkeit, dass der Test Hy verwirft, obschon Hy stimmt.

P(Fehler 1. Art) = Py, (X € K) < «
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7.1.2 Fehler 2. Art
Wahrscheinlichkeit, dass der Test Hy belésst, obschon H4 stimmt.

B(p) = P(Fehler 2. Art) = Py, (X ¢ K)
7.1.3 Macht/Power
Die Macht eines Tests ist definiert als
1 — B(p) = P(Hy wird verworfen, und H,4 korrekterweise angenommen)

7.2 Vertrauensintervall

Das Vertrauens- oder Konfidenzintervall [ ist die Menge jener Parameterwerte, welche mit der Beobachtung X = x vertréaglich
sind.

I ={6p | Test mit Alternativhypothese H 4 : 6 x 8y und Signifikanzniveau a beldsst Hy}, wobei x € {<, >, #}

Es gilt:
Pfel)>1—-a

Normalapproximation (fiir 2-seitiges Problem):
X; ~ Poisson(\): I = PR (1 - %) %X mit A = X,
. ~ —1 [0 ~ ~ 1 N X
X ~Binom(n,p): I=p+® (1—§> p(l—p)- Hlltp:ﬁ
7.3 z-Test

Annahme: o% bekannt

X, —
Teststatistik: Z = +/n 2n T Ho Z ~ N(0,1)

ox
Verwerfungsbereich: |Z| > &1 (1 — %) fiir Ha @ p # o
Z<-0"11-a) fir Ha @ p < po
Z>0(1-a) fiir Ha @ 0> po
Vertrauensintervall: [ = [x — % i (1 — %) , T+ % ot (1 — g)} fiir 2-seitiges Problem
Fehler 2. Art:  P,(Z ¢ K) fiir Ha @ p < pg

X, - —
(wenn p der wahre Parameter ist) = P, <\/ﬁ p ot po — o > 071 - a))
0x

=Py (\/ﬁX"_“0 > —‘P‘l(l—a)Jr(u—uo)\/ﬁ)

ox ox
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7.4 t-Test

IR -
Schitzung fiir 0?: 52 = Z(Xi - X,)?

n—14

=1

X, -
Teststatistik: T = /n fﬂo Student-t verteilt mit n — 1 Freiheitsgraden

o
Verwerfungsbereich: |T| > (t,_1)"* (1 — %) fir Ha @ p # po
T<—(th_1) (1 —q) fir Ha : pu < po
T>(ty 1) (1—a) fiir Ha : 0> po
Vertrauensintervall: [ = [mn — % “tn—1,1-2,Tn + % “tp—1,1-g fiir 2-seitiges Problem
I = [xn\jﬁ~tn171a,oo] fiir Ha :p < po
P-Wert: 2-(1—-F,, _,(|z])) fiir 2-seitiges Problem
1-F, _,(2) fiir 1-seitiges Problem

9 Punktschitzungen

9.1 Binomial- und Poissonverteilung

X
X ~ Binomial(n, p) p=—
n
X ~ Poisson(A) X=X
9.2 Normalverteilung
Schéitzer Schitzwert
L 1l _ IR - e
p=_ 711:1;::% .[L:EZ;XZ':XH mit E(i)= u
1< I <
~2 _ ~\2 ~2 2 : ~2\_ 2
_n_lz_;(xl—,u) —n_lz(Xl—ﬂ) mit E(6%)=0
9.3 Allgemeine Methoden
Beobachtungen z1,zs, ..., z, werden aufgefasst als Realisierungen von X;, Xo,..., X, iy Fy, wobei F eine bekannte Vertei-

lungsfunktion mit unbekanntem Parameter 6 der Dimension 7 ist.

9.3.1 Momentenmethode
Der unbekannte Parameter § kann ausgedriickt durch Momente pux = E[X*], 1 <k < p werden mit
0 = gj(p1 p2, - pp), 1<j<r (=dim(0))

Schétze Momente py, mit
1 n
PR
Mk n ; i

und berechne den geschiitzten Parameter mit GAJ = g; (B, f2, - - -, Hp)-
Beispiele

1. X; ~Poisson(\), 6=\ r=1

EXi)=A = m=2A

O=gm)=m = B=g(@m) =M= X
2. X; ~N(p,0?), 0= (u0?), r=2

p=E(X;) =m

o? = Var(X;) = B(X?) = (B(X0))? = pz — 13
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9.3.2 Maximum-likelihood Schiitzer

Die Likelihood-Funktion L(6) bestimmt die Wahrscheinlichkeit der Daten unter 6. § wird dann so geschétzt, dass die Daten
maximale Wahrscheinlichkeit haben.

_ _f pe(X1) -pe(X2) - ... pe(X,) falls X; diskret
L(e) - L(G,XMXQ, FN 7Xn) - { fG(Xl) . fO(XQ) o fB(Xn) falls Xi stetig

Der Maximum-likelihood Schétzer ist nun
> logpe(X;) falls X; diskret
i—1

OpiLE = argmax L(6) = argmin —I(6) wobei [(0)=<( ‘T
! 0 S log fo(X;) falls X; stetig
i=1

10 Vergleich zweier Stichproben
Seien zwei Stichproben

T1,T9, ..., Tn unter Versuchsbedingung 1

Y1, Y2, -+ Ym unter Versuchsbedingung 2

aufgefasst als Realisierungen von Zufallsvariabeln Xq,..., X,,Y1,..., Y.

10.1 Gepaarte Vergleiche
Beide Versuche werden an derselben Veruchseinheit durchgefithrt (Blockbildung). Es gilt n = m. Betrachte die Differenzen

u; = x; — y; als Realisierungen von U; mit n = 1,2,...,n.

10.1.1 Vorzeichen-Test

Hy: Median der Verteilung von U; = 0
H, : Median der Verteilung von U; < 0 oder # 0
Teststatistik: V = #{U; > 0} (Anzahl positiver Vorzeichen)

Verteilung von V: V ~ Binomial(n, P(U; > 0)) "< o Binomial(n, )

10.1.2 Wilcoxon-Test (Rangnummern-Test)

Seien Uy, Uy, ..., U, % F, fiir eine symmetrische Verteilung F), mit p = E(U;) = F;1(3) (Median).

po\2
HQ Lop= 0
HA ¥ § 0
Teststatistik:  Rang(|U;]) = R; R; = k heisst, dass U; der k-te Wert unter |Us|,|Uz], ..., |Us] ist.
Gibt es mehrere U; mit demselben Betrag, so erhalten alle den durchschnittlichen Rang
Vi=1w,>0
n
W
i=1

Verteilung von W unter Hy: Wilcoxon-Verteilung

10.2 Ungepaarte Vergleiche - Zwei Stichproben-Tests

Die Versuchseinheiten werden zufillig einer der beiden Versuchsbedingungen zugeordnet (Randomisierung). Im Allgemeinen
gilt n # m.
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10.2.1 2-Stichproben t-Test
Seien Xl,XQ, ..

Annahme:
Nullhypothese:
Alternativhypothese:

Teststatistik:

Verteilung von T unter Hy:

o Xp ~ N(ptg,02) und Y7, Yo, . ..

Yo ~ N(py, 05) unabhéngig.

o? =02 = 05
Ho @ py = puy
Ha:py S py oder g 7 iy
X,-Y.,
T=-——-—> "2
Spool % + %
1 n - m o

2 _ 5 )

Spoot = =g | 22 = X 4 2% V)
i=1 j=1

2 1 ~2 | ~2

Spool = 5 (O'x‘FUy) , fallsm=m

T~ lntm—2

14
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Teil III
Appendix

A Ta

A.1 Integral- und Differentialrechnung

bellen und Tafeln

f(x) F(z)
" %Hwn-i-l
(ax +b)" PRE +1)(ax—|—1))"“‘1
NZ %x%
1
% nJrl’rn—i_1
ﬁ-&-b Ln jaz + b|
azx+b

oz _ —“dc_gbc In |cx + d|

—1

cetd c

2 10| 555 ]

Va2 + 22 | 2f(2) + % In(z + f(z))
a? — x? g\/m — “7 arcsin \fT\
P —a | $f(@) - S In(x+ f(x))

ﬁ In(x + \/m)

\/ﬁ In(x + Va2 —a2)

\/ﬁ aresin(g7)

\/1£7 arcsin(z)

\/1__17 arccos( )

’1'2-]';-(1.2 Larctan(2)

1;362 arccot(ac)

I;-‘rl arsinh(z)
;21_1 arcosh(z)

T artanh(z)

sin(az +b) | —2 cos(az + b)

cos(ax +b) | Lsin(az + b)

tan(x) —In | cos(z)|

cot(x) In | sin(x)]

flx) | f'(=@)

" nx“_l

VR

Y

(w)
(f(=))?

tan?(z) + 1 = 76052(96)
—(14cot?(2)) = ==

sin?(z)
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/() F(z)

sinl(x) In [tan(3)]

) In[tan(§ + %)

sin?(z) 3(x — sin(x) cos(z))

cos?(x) (2 + sin(z) cos(z))

tan?(z) tan(z) — x

cot?(x) —cot(z) —x

arcsin(x) rarcsin(z) + /1 — z2

arccos(x) xarccos(x) — /1 — a2

arctan(x) zarctan(z) — £ In(1 + 2?)

sin” (z) sn=—2Lsin" zcosa+Ls, o
so=z  s1=— cos(x)

cos™(x) cn=Lsinzcos" ! z+2=lc,
co=¢ ci=sin(x)

sinh(z) cosh(z) und umgekehrt

tanh(x) In(cosh(x))

];/((;)) In|f(z)]

In |x| z-(In|z| —1)

L(naz)" nﬂ(lnx)"“ n#—1

Lingn = (Inz™)?  nzo

= In|lnz| @>00#1

bk 1 batk

bna?

T-e Cxc—gl - e

z"lnx f:jll (lnx — %ﬂ) n#—1

e“® sin(ax+b)

e“® cos(ax+b)

e“®(csin(axz+b)—a cos(az+b))
a2+c2

e“®(c cos(ax+b)+asin(ax+b))
a?4-c?

f(x) f'(x)

nfz| |}

log, |2] | 77g =loga(e);

a® a® -clna

x® z®-(14+1Inz) >0

(x%)® (™) (z + 2z1n(x)) 2>0

(@) @) (2 +1nz-2°(1 4+ Inx)))



A.2 Verschiedenes
A.2.1 Binomialkoeffizient

A.2.2 Kombinatorik

Ziehen von k Elementen aus einer Menge mit n Elementen

geordnet ungeordnet

mit zuriicklegen nk (”'Hlj_l)
ohne zuriicklegen (nf!k)! (D) = #Lk),
A.2.3 Mitternachtsformel
ar+br+c=0 — ml,gz%@

A.2.4 Ausklammern

T _yn:(x_y)(xnfl +$n72y+xn73y _|_.”+l,yn72_|_yn71)
" 1= (- 2" 2" 1)

A.3 Regeln fiir Integrale
A.3.1 Partielle Integration
Seien f,g € C°(Ja,b]) mit Stammfunktionen F,G € C*(Ja,b[), dann gilt

/ f(2) - g(z) de = f(z) - g(z) — / f(2) - ¢'(2) du

A.3.2 Substitutionsregel
Seien f,g € C'(]a,b[). Dann gilt

xr1 g(z1)
[ Fa@)g@ de = (o), = flole) - o) = [ £1(:)

g(zo)
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A.3.3 Standardsubstitutionen

Integral Substitution | Differential ‘ Bemerkungen
[ F(g(), ¢ (@))dz t=g@) | do= A Leg: %[f(x)2] e
J f(az +b))d t=azx+b de = 4 Lsg: L [ f(u)
J f(=, m)daz x = tng dr = 2Lt t>0
J f(z, Vaz? +br +c)dr | z=at+ dr = adt wihle a und f so, dass gilt az® + bz +c = - (£t> £ 1)
ff(x,m)dm T =a-sint dxr = a - costdt -5 <t< 3
[ f(z,Va% + z22)dz x =a-sinht | dr =a-coshtdt | t€R
[ fx, Va2 —a?)dx x=a-cosht | de =a-sinhtdt | t >0
J f(e®,sinhz,coshz)dx | e® =t dr = % t > 0, und dabei gilt:
sinhx = %—;1
coshx = tQ;trl
J f(sinz, cosz)dz tan § =t der = 1%&’52 f% <t< %, und dabei gilt: sinz = 1+t2, cosT = };ﬁ;
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